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Nous proposons ici une (ou plusieurs) résoluton(s) possible(s) du problème des vitres. Ce texte s’adresse  

directement aux enseignants (mais certaines partes peuvent être lues par des élèves) pour leur donner  

des éléments de résoluton possible et les accompagner dans l’organisaton de la clôture dans leur classe  

de la session de résoluton collaboratve de problème.

Ce document est une première version, qui, malgré les relectures peut encore contenir quelques erreurs. Si vous en rencontrez,  

n’hésitez pas à les signaler à simon.modeste@umontpellier.fr.

1.nLvenproblèmvensuitvenànlanmodélisatoo

Le problème proposé à l’issu de la fiton relaniée est le suivant :

Trouver une méthode pour minimiser la surfaie totale des ihutes selon les iommandes ihaque 

semaine.

Et les éléments du problème que nous penons en iompte sont les suivants :

• On déioupe des grandes plaques reitangulaires de dimension 600 im x 320 im (parallèlement à 

leurs bords, et l’épaisseur de la déioupe est négligeable)

• pour produire des vitres reitangulaires de 4 dimensions diférentes :

(a) 210 im x 215 im,  (b) 100 im x 215 im,  (i) 100 x 125 im,  (d) 60 x 215 im.

• Les morieaux restants après déioupe sont ionsidérés iomme perdus, et on souhaite minimiser 

leur surfaie totale.

Autrement dit, pour une iommande donnée (i’est-à-dire une ensemble de reitangles de dimensions (a), 

(b), (i) et (d)), il faut trouver une dispositon de ies reitangles dans des grands reitangles de dimensions 

600 x 320, de façon à minimiser la surfaie non oiiupée par les reitangles de la iommande.

Rvemarquven1n: Pour une iommande donnée, la surfaie totale des reitangles de la iommande peut se 

ialiuler  faiilement  (somme  des  surfaies  de  tous  les  reitangles).  Si  l’on  utlise  n  plaques  pour  les  

disposer, la perte sera égale à la surfaie totale des plaques utlisées à laquelle on soustrait la surfaie  

totale des reitangles de la iommande. Autrement dit,  on peut se iontenter de iheriher à disposer  

entèrement une iommande sur des grandes plaques, en essayant d’utliser le moins possible de grandes 

plaques.

Notatoon:nNous noterons une iommande par son nombre de plaque de ihaque dimension.

Par exemple : 4 (a), 2 (b), 5 (i), 6 (d).

Pour être sûr qu’un iertain ensemble de reitangles peut être disposé dans un grand reitangle, il faut  

réaliser une dispositon de ies reitangles et se ionvainire que les reitangles ne débordent pas du grand 
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reitangles  et  ne se  superposent  pas  entre  eux.  On peut  s’appuyer  sur  des  fgures  représentant  les 

dispositons de reitangles, mais parfois quelques ialiuls sont néiessaires pour être sûr qu’il n’y a pas de 

problème.

Pour aider la reiherihe, on peut déiouper des reitangles des quatre dimensions possible et les disposer 

sur un support de la taille du grand reitangle (pour iela, on peut ihanger d’éihelle, ça ne ihange pas le 

problème).

Pour étudier notre problème, on peut iommenier par s’intéresser à diférentes iommandes puis voir  

iomment on peut traiter de manière plus générale diverses iommandes.

2.nQuvelquvesnvexvemplvesnvetnprvemiversnrésultatsngéoéraux

Exvemplven1. Supposons que l’on ait la iommande suivante : 1 (a), 4 (b), 3 (i), 2 (d). On peut essayer de 

iheriher par tâtonnement une dispositon des ies reitangles dans un grand reitangle. En n’y parvenant 

pas, on peut se demander si iela est possible.

On peut ialiuler la surfaie totale de la iommande. On peut ialiuler l’aire de ihaque type de reitangle et 

du grand reitangle :

Reitangle (a) Reitangle (b) Reitangle (i) Reitangle (d) Grand reitangle

Largeur (m) 2,1 1 1 0,6 3,2

Longueur (m) 2,15 2,15 1,25 2,15 6

Aire (m²) 4,515 2,15 1,25 1,29 19,2

L’aire totale de la iommande est doni 1 x 4,515 + 4 x 2,15 + 3 x 1,25 + 2 x 1,29 = 19,445.

Cela exiède l’aire d’un grand reitangle, il faut doni au moins deux plaques pour iete iommande. On 

peut faiilement trouver une dispositon sur deux grands reitangles :

Figurven1. Une dispositon pour l’exemple 1.

On peut ialiuler la perte liée à iete dispositon : 18,96 m². On sait qu’on ne peut malheureusement pas  

faire mieux pour iete iommande.

Rvemarquve n2n: On  peut  se  dire  que  iela  n’est  pas  très  optmal  pour  l’entreprise,  et  revenir  sur  la 

modélisaton du problème (et la geston par l’entreprise). On pourrait alors supposer qu’on déioupe les 

premières plaques les plus remplies (iii la première plaque), et qu’on atend la iommande de la semaine 

suivante pour iompléter la dernière plaque et éviter de trop grandes pertes.

On pourrait alors ionsidérer que les pertes sont ielles de premières plaques seulement (iii  juste la  

première, i’est-à-dire 3,155 m²) et que les pertes de la dernière plaques se détermineront la semaine 

suivante.

Ceii  dit,  iela ne ihange pas beauioup le problème mathématque à étudier,  iar pour minimiser les 



pertes, il  faudra toujours essayer d’utliser le moins possible de plaques iompte-tenu d’une iertaine 

iommande (même si iete iommande iomprend des vitres de la semaine préiédente, et même si on ne 

déioupe pas tout de suite la dernière grande plaque néiessaire).

Ce  premier  exemple  fait  aussi  apparaître  un  premier  résultat  général,  qui  donne  une  ionditon 

néiessaire pour qu’une iommande puisse être disposée sur un iertain nombre de grandes plaques.

Théorèmven1n(cooditoonoécvessairve)n: La surfaie totale d’une iommande doit toujours être inférieure que 

la surfaie totale des plaques utlisées.

Autrement  dit,  on  peut  trouver  un  minorant  du  nombre  de  grandes  plaques  néiessaire  pour  une 

iommande (i’est-à-dire  le  nombre  de plaques  minimal  qu’il  faut  envisager  pour  la  iommande).  Ce 

nombre de plaques se détermine en divisant l’aire totale de la iommande par l’aire d’une grande plaque 

(19,2 m²). On peut ensuite déterminer la plus pette perte qu’on peut espérer avoir, en soustrayant l’aire 

totale de la iommande à l’aire totale assoiié au minorant du nombre de plaque ialiulé auparavant.

Comme  on  peut  s’en  douter,  nous  verrons  juste  après  que  l’on  arrive  pas  toujours  à  trouver  une 

dispositon des reitangles de la iommande dans le nombre de grands reitangles donné par le théorème 

1 (autrement dit, ie minorant n’est pas toujours ateint).

Avant iela,  pour s’éviter  des ialiuls  fastdieux,  on antiipe les ialiuls  d’aires et  de pertes pour une 

iommande donnée et  un  nombre  de grandes plaques  utlisées,  qui  seront  toujours  les  mêmes,  en 

s’aidant d’un tableur :

Vitre 1 Vitre 2 Vitre 3 Vitre 4 Grande plaque
largeur (cm) 210 100 100 60 320
longueur (cm) 215 215 125 215 600
aire (m²) 4,515 2,15 1,25 1,29 19,2

Total
Quantités 1 3 2 2 8
aire (m²) 4,515 6,45 2,5 2,58 16,045

Minoration simple
Nombre min grandes plaques 1
Reste minimal 3,155

Dans une solution obtenue
Nb grandes plaques 1
Reste obtenu 3,155

Figurven2. Extrait de la page de tableur.

Ainsi, pour une iommande donnée (iii 1 (a), 3 (b), 2 (i), 2 (d)), on obtent alors direitement l’aire totale 

de la iommande, le minorant du nombre de plaques du théorème 1 ainsi que le reste si ie minorant est  

ateint (Nombre min grandes plaques et Reste minimal). Si l’on a trouvé une soluton utlisant un iertain 

nombre de plaques (Nb grandes plaques),  on peut aussi  direitement ialiuler la perte assoiiée à la 

iommande (Reste obtenu).

Exvemplven2. nSupposons que l’on ait la iommande suivante : 2 (a), 3 (b), 2 (i), 0 (d). L’aire totale de la 

iommande est de 17,98 m², et si on arrive à trouver une ionfguraton des reitangles de la iommande  

qui utlise une seule plaque la perte sera de 1,22 m² (merii le tableur!)

Pourtant, on n’arrive pas à trouver une telle ionfguraton ! Il n’est pas faiile de prouver qu’on ne peut 

pas faire entrer iete iommande dans une seule plaque dans ie ias partiulier (vous pouvez essayer). 

Quoi  qu’il  en  soit,  on  fnit  par  se  ionvainire  que  deux  plaques  seront  néiessaires,  et  on  trouve  

faiilement une dispositon (fgure 3, ii-dessous).



La perte serait alors de 20,42 m². Si l’on tent iompte de la remarque 2, la ionfguraton de la fgure 3 

sera sûrement la plus intéressante puisqu’en ne metant qu’un reitangle de la plus pette aire possible 

dans le dernière plaque, elle laisse la plus grande aire disponible dans iete dernière plaque.

Figurven3. Une dispositon pour l’exemple 2

Exvemplven3. Étudions la iommande suivante : 0 (a), 6 (b), 2 (i), 2 (d).

Le ialiul des aires nous dit que la iommande a une aire totale de 17,98 m². On peut espérer la faire 

entrer dans une seule plaque. Mais, ça n’est pas si simple, prenez le temps d’essayer !

Finalement, vous tomberez peut-être une de ies deux ionfguratons, pas évidentes à trouver :

Figurven4. Deux dispositons pour l’exemple 3 (la perte est de 1,22 m²).

On voit bien à quel point il est difiile de savoir si une iommande donnée peut ou non être déioupée 

dans une seule plaque, lorsque l’on iompare les exemple 2 et 3.

Rvemarquven3n: En observant les deux dispositons de l’exemple 3 (fgure 4), en revenant au problème 

d’origine de déioupe de vitrage, on peut se demander si ies ionfguratons sont aiieptables en réalité.  

En efet, on ne peut pas trouver d’ordre de déioupe tel que ihaque déioupage se fasse d’un bord à 

l’autre (ou, autrement dit, en iassant à ihaque étape de déioupe la vitre suivant une ligne traiée – au 

diamant par exemple). On pourrait, revenir sur le ihoix de modélisaton du problème, se dire que de 

telles dispositons ne sont pas aiieptables et demander à ie que les déioupes puissent se faire dans un 

iertain ordre, toujours de « bord à bord ».

3.nDvesncommaodvesnsimplves

Il  peut sembler difiile d’envisager direitement une méthode pour disposer les reitangles de façon 

optmale, quelle que soit la iommande donnée. Pour avanier dans la résoluton du problème, on peut 

iommenier par se poser la queston de ias où les iommandes sont simples, par exemple iomposées 

d’une seule dimension de vitre. La queston de minimiser les pertes revient alors à iheriher à maximiser 

le nombre de vitres d’un même type dans une grande plaque. Regardons de plus près le ias des quatre 

formats de vitre.



Commaodvendveniitrvesnaunformatn(a)

Combien  au  maximum  peut-on  disposer  de  vitres  (a)  dans  un  grand  reitangle ?  En  les  disposant 

vertialement ou horizontalement, on a toujours la même ihose, au maximum 2 sur une grande plaque.

Figurven5. Deux dispositons pour plaier un maximum de vitres (a) dans une plaque.

On peut faiilement se ionvainire qu’on ne peut pas faire mieux (dans la largeur du grand reitangle, on 

ne peut pas faire entrer la vitre deux fois, et on ne peut pas la faire rentrer 3 fois dans la longueur, on ne 

pourra pas faire mieux que deux). La perte est alors de 10,17 m² pour une plaque.

Pourtant, en terme d’aire, on peut faire entrer 4 fois l’aire du reitangle (a) dans ielle du grand reitangle.  

On voit à nouveau que le minorant donné par le théorème 1 (pour une iommande de 4 (a), il faut au 

moins  une  grande  plaque)  n’est  pas  toujours  ateignable.  On  peut  par  iontre  utliser  le  fait  que 

seulement 2 vitres (a) peuvent entrer dans une grande plaque pour fournir un nouveau minorant :

Théorèmven2n: Pour une iommande donnée, si elle iontent n vitres (a), il faut au moins E(n/2) grandes 

plaques (E étant la foniton parte entère supérieure).

Ainsi, par exemple, si la iommande iontent 11 (a), on sait qu’il faut au moins 6 grandes plaques. Ce  

minorant peut être parfois meilleur que ielui du théorème 1.

Figurven6. Dispositons de 3 iommandes iontenant 2 (a) en essayant ihoisir la iommande minimisant les pertes

(perte de 0,75 m² pour la première, 1,3 m² pour la deuxième et 0,4 m² pour la troisième).



Saihant qu’on ne peut pas metre plus de 2 vitres (a) dans une plaque, on peut se demander iomment  

on peut iompléter une plaque iontenant déjà deux vitres (a) avei d’autres vitres afn de minimiser les  

pertes. Cela peut ionduire à des dispositons iomme ielles de la fgure 6.

Rvemarquven4n: Pour minimiser les pertes dans une reitangle de largeur 100 im et de longueur 600 im, on 

note au passage la meilleure soluton est d’utliser 1 (b) et 3 (i).

Commaodvendveniitrvesnaunformatn(b)

Combien au maximum peut-on disposer de vitres (b) dans un grand reitangle ? En disposant d’abord un 

maximum de vitres vertiales ou horizontales et en iomplétant, on obtent les deux dispositons de la  

fgure 7. La deuxième permet d’en faire entrer plus : 8 vitres (b) pour une perte de 2 m².

Figurven7. Deux dispositons avei uniquement des reitangles (b).

On peut noter que la seionde dispositons est optmale puisque la perte est de 2 m² et que l’aire d’un 

reitangle (b) est de 2,15 m². On ne peut pas envisager d’en faire entrer un autre dans le grand reitangle.

Théorèmven3n:nPour une iommande donnée, si elle iontent n vitres (b), il faut au moins E(n/8) grandes  

plaques (même argument que pour le théorème 2).

De la même façon que préiédemment, on peut iheriher à voir iomment peuvent être iompléter de 

telles iommandes (fgure 7) pour minimiser la perte en n’utlisant  qu’une seule plaque. La fgure 8 

montre de telles propositons.

Figurven8. Des dispositons sur une plaque utlisant 7 ou 8 vitres (b) et iomplétée afn d’essayer

de minimiser la perte (perte de 1,61 m² pour la première et de 0,75 m² pour la deuxième).

Commaodvendveniitrvesnaunformatn(c)

Combien au maximum peut-on disposer de vitres (i) dans un grand reitangle ? En disposant d’abord un 

maximum de vitres vertiales ou horizontales et en iomplétant, on obtent les dispositons de la fgure 9.

On arrive à faire entrer 14 reitangles (i) dans un grand reitangle. Il reste eniore 1,7 m² disponible et, en  

raisonnant sur les aires, on voit qu’il pourrait être envisageable d’essayer de faire entrer 15 reitangles 



(i). Cependant, on n’y parvient pas.

Pour argumenter que iela est impossible, raisonnons sur la largeur du grand reitangle. Dans la largeur 

de 320 im, parmi les deux dimensions d’un reitangle (i), on ne peut plaier que 2 fois 125 im (iolonne 

de (i) vertiaux), ou 3 fois 100 im (iolonne de (i) horizontaux), ou eniore une fois 125 im et une fois  

100 im (iolonne avei un (i) vertial et un (i) horizontal). Dans ihaiun de ies ias, la perte sur la iolonne  

est au moins de 0,7 m², 0,25 m² ou 0,95 m².

Si l’on faisait entrer 15 reitangles (b), on peut ialiuler que la perte serait de 0,45 m². Doni seule la 

dispositon en iolonnes de (i) horizontaux est envisageable pour ne pas dépasser iete perte. Or, dès 

qu’on fera une seionde iolonne utlisant des reitangles disposés horizontalement, on aura une nouvelle 

perte de 0,25 m², et on dépasse déjà la perte de 0,45 m². Il est doni impossible de faire entrer 15 vitres 

(i) dans une grande plaque.

Figurven9.nDeux dispositons de reitangles (i) dans un grand reitangle (12 et 14).

La perte est de 4,2 m²dans le premier ias, de 1,7 m² dans le deuxième ias.

On peut produire un théorème de minoraton similaire à ieux énoniés préiédemment :

Théorèmven4n:nPour une iommande donnée, si elle iontent n vitres (i), il faut au moins E(n/14) grandes 

plaques (même argument que pour les théorèmes 2 et 3).

On peut essayer iompléter les deux dispositons de la fgure 9 avei d’autres vitres pour essayer de 

minimiser les pertes.  On ne peut  rien ajouter  à  la  seionde dispositon,  mais la  première  peut  être 

iomplétée par 2 reitangles (d) pour obtenir la dispositon de la iommande de la fgure 10, qui a une  

perte de 1,62 m².

Figurven10.nDispositon de 12 reitangles (i) et 2 reitangles (d).

On ne peut pas ajouter de reitangles à iete dispositon.

Commaodvendveniitrvesnaunformatn(d)

Combien au maximum peut-on disposer de vitres (d) dans un grand reitangle ? En disposant d’abord un 

maximum de vitres vertiales ou horizontales et en iomplétant, on obtent les dispositons de la fgure 

11. On parvient à faire entrer dans un grand reitangle 12 reitangles (d), avei une perte de 3,72 m². En 



raisonnant sur les aires, on voit que l’aire de 14 reitangles (d) n’exiède pas l’aire du grand reitangle 

(l’aire de 15 (d) dépasserait). Comment s’assurer qu’on ne peut pas faire entrer 13, voire 14 reitangles de 

format (d) ? Une preuve du même type que préiédemment doit pouvoir être faite, mais elle risque 

d’être assez longue est fastdieuse.

Figurven11. Une iommande de 12 reitangles (d) dans deux dispositons diférentes dans un grand reitangle.

En admetant qu’on ne peut faire mieux que 12, on peut à nouveau obtenir un théorème de minoraton :

Théorèmven5n:nPour une iommande donnée, si elle iontent n vitres (d), il faut au moins E(n/12) grandes 

plaques (même argument que pour les théorèmes 2, 3 et 4).

Les dispositons de la fgure 11 peuvent être iomplétées iomme dans le fgure 12 ou iomplétées en 

supprimant préalablement un ou deux reitangles (d) iomme dans la fgure 13.

Figurven12. Deux dispositons iorrespondant à des iommandes iontenant 12 vitres (d). Chaiune donne une perte de 2,47 m².

Figurven13. Deux dispositons pour des iommandes iontenant plus de 10 reitangles (d). La première a une perte de 0,4 m², la 

deuxième de 1,61 m².

4.nCommaodvesnmioimisaotnlvesnpvertvesnpournuovensveulvenplaquve

On peut aussi  se poser la queston de iheriher des iommandes qui  produisent le moins de pertes 

possibles en n’exiédant pas une grande plaque. Nous avons vu plusieurs dispositons très éionomiques 

dans les ias étudiés préiédemment. Le meilleur ias reniontré iorrespond à une perte de 0,4 m² pour 

une plaque (fgure 6 et fgure 13). Peut-on trouver une iommande qui aurait eniore moins de pertes  ? 



Peut-on trouver d’autres iommandes ayant des pertes pettes (moins de 1 m² par exemple) ?

Note : remarquons au passage que nos deux iommandes amenant à une perte de 0,4 m² sont assez  

similaires puisque deux reitangles (a) peuvent être remplaiés par 7 reitangles (d).

En raisonnant sur les aires, on peut essayer de iheriher quelles sont les plus grandes aires inférieures à  

l’aire d’une grande plaque que l’on peut obtenir en iombinant les aires des reitangles (a), (b), (i) et (d).

Autrement dit, on ne se préoiiupe pas des iontraintes liées au ionfguratons des reitangles dans le 

plan, on fait iomme si le problème était en dimension 1.

On peut aborder ie problème de façon algorithmique, en énumérant toutes les iombinaisons d’aires qui 

n’exièdent pas ielles du grand reitangles, et iheriher leur maximum. C’est ie que nous allons faire iii, 

avei un algorithme réiursif. Formalisons d’abord le problème.

Problèmven1n:

Données : une valeur maximale à ne pas dépasser  et un ensemble de valeurs  positves.

Queston : Quelle est la plus grande iombinaison linéaire des  à ioefiients enters positfs inférieure 

ou égale à  ? Autrement, quelle est le maximum de l’ensemble  ?

La résoluton algorithmique que nous allons présenter s’appuie sur le priniipe suivant :

Si , alors il suft de faire entrer le plus de fois  dans  (division euilidienne).

Sinon, on s’intéresse à la première valeur  et pour toutes les valeurs possibles du ioefiient  (de  à 

),  on  iherihe  la  iombinaison  à  ioefiients  enters  de  valeurs   qui  est  maximale 

inférieure à . On prend ensuite le maximum parmi les solutons obtenues.

Cela peut donner lieu à l’algorithme réiursif 14.

Algorithmven14. Algorithme réiursif pour le problème 1 (en Python).

Ainsi, optm( V, [v1,v2,v3,v4q ) retourne une valeur r et une liste de ioefiients a1,a2,a3,a4 tels que 

V = a1.v1 + a2.v2 + a3.v3 + a4.v4 + r, avei r le plus pett possible.



On peut alors évaluer optm( 19200, [4515,2150,1250,1290q ) pour ionnaître la iombinaison d’aires de 

reitangles  (a),  (b),  (i)  et  (d)  la  plus  grande  inférieure  à  l’aire  d’un  grand reitangle.  Pour  rester  en  

nombres enters, on travaille en millième de m². On obtent alors : (10, [0, 0, 4, 11q), autrement dit, si la 

iommande 4 (i), 11 (d) entre dans une grande plaque, elle est ielle qui produit le moins de perte (1 

im²). Malheureusement, on ne peut pas trouver de dispositon pour iela :

Raisonnons sur la largeur du grand reitangle (320) : avei les dimensions 100, 125, 60 et 215 on 

ne  peut  pas  obtenir  exaitement  320  mais  au  mieux  315  (on  pourrait  utliser  optm(320, 

[60,100,125,215q) pour iela). Le trou obtenu dans la iolonne aura au moins la largeur de la plus 

pette dimension d’une vitre (60) et doni une superfiie de 300 im².

On peut alors ialiuler la plus grande aire suivante en iherihant la iombinaison d’aires la plus grande qui  

soit légèrement inférieure à ielle qu’on vient de trouver (au moins plus pette d’une unité d’aire), i’est-à-

dire en appelant (optm( 19200 - 11, [4515,2150,1250,1290q ), qui donne (24, [1, 1, 10, 0q) (impossible 

aussi en une seule plaque). Ainsi de suite, on peut iompléter le tableau 15, on peut s’arrêter lorsque l’on 

retrouve une perte de 0,4 m², pour laquelle on avait une dispositon possible (fgures 6 et 13).

Commaodve Rvetour Pvertven(cm²)

optm(19200,[4515,2150,1250,1290q) (10, [0, 0, 4, 11q) 1

optm(19200-11,[4515,2150,1250,1290q) (24, [1, 1, 10, 0q) 3,5

optm(19200-36,[4515,2150,1250,1290q) (14, [0, 0, 5, 10q) 5

optm(19200-51,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 0, 8q) 6,5

optm(19200-66,[4515,2150,1250,1290q) (24, [0, 0, 6, 9q) 9

optm(19200-91,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 1, 7q) 10,5

optm(19200-106,[4515,2150,1250,1290q) (24, [0, 0, 7, 8q) 13

optm(19200-131,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 2, 6q) 14,5

optm(19200-146,[4515,2150,1250,1290q) (24, [0, 0, 8, 7q) 17

optm(19200-171,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 3, 5q) 18,5

optm(19200-186,[4515,2150,1250,1290q) (24, [0, 0, 9, 6q) 21

Optm(19200-211,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 4, 4q) 22,5

optm(19200-226,[4515,2150,1250,1290q) (24, [0, 0, 10, 5q) 25

optm(19200-251,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 5, 3q) 26,5

optm(19200-266,[4515,2150,1250,1290q) (14, [0, 1, 0, 13q) 28

optm(19200-281,[4515,2150,1250,1290q) (9, [0, 0, 11, 4q) 29

optm(19200-291,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 6, 2q) 30,5

optm(19200-306,[4515,2150,1250,1290q) (14, [0, 1, 1, 12q) 32

optm(19200-321,[4515,2150,1250,1290q) (9, [0, 0, 12, 3q) 33

optm(19200-331,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 7, 1q) 34,5

optm(19200-346,[4515,2150,1250,1290q) (14, [0, 1, 2, 11q) 36

optm(19200-361,[4515,2150,1250,1290q) (9, [0, 0, 13, 2q) 37

optm(19200-371,[4515,2150,1250,1290q) (14, [1, 2, 8, 0q) 38,5

optm(19200-386,[4515,2150,1250,1290q) (14, [0, 1, 3, 10q) 40

Tablveaun15. Tableau des plus grandes aires totales de iommandes inférieures à l’aire du grand reitangle. Les solutons en 

rouge sont ionnues iomme impossibles (preuve au-dessus pour la première, théorème 5 pour la seionde).



Il faudrait alors tester si les iommandes listées dans le tableau 15 permetent ou non une dispositon des  

vitres dans une seule grande plaque et déterminer ainsi la iommande qui entraîne la plus pette perte 

dans  une  plaque.  Nous  n’avons  pas  réussi  à  réaliser  des  dispositons  dans  le  grand  reitangle  de 

iommandes du tableau 15 (hormis la dernière). Cela ne veut pas dire que ie n’est pas possible Pour être 

sûr, il faudrait aussi vérifer que les iombinaisons d’aires données par le programme dans le tableau 15 

ne peuvent pas être obtenues avei d’autres iommandes. Quoi qu’il en soit, iela permet d’engendrer des  

iandidats de iommandes optmales, ou au moins ayant peu de pertes. Ainsi, on pourrait poursuivre le 

tableau 15 pour essayer de trouver d’autres iommandes avei de pettes pertes.

Rvemarquven5n: On peut aussi noter iertaines régularités dans le tableau 15 qui pourraient être étudiées.

Cooditoonsufsaotvenvet npvertvenmaximalve. Le  théorème 1 (iomme les suivants)  fournit  une ionditon 

néiessaire, basée sur les aires, pour qu’une iommande utlise un iertain nombre de grandes plaques et 

doni un minorant du nombre de plaques minimal. On iheriher à exprimer une ionditon sufsante.  

Celle  qui  suit  s’appuie  sur  le  remplissage  de  la  grande  plaque  en  plaçant  toutes  les  vitres  de  la  

iommande vertialement iôte à iôte.

Théorèmven6n(cooditoonsufsaotve)n: Si l’aire totale d’une iommande est inférieure à 25/64 de l’aire de la 

grande plaque, alors la iommande entre dans une seule grande plaque.

Preuve : Comme la longueur d’une vitre n’exiède pas 215 im on peut disposer les vitre de la iommande 

vertialement iôte à iôte dans une grande plaque (vue horizontalement), iomme sur la fgure 16.  Alors, 

la surfaie oiiupée par les vitres iontent un reitangle dont le iôté vertial mesure 125 im et le iôté  

horizontal la somme des largeurs des vitres de la iommande (if fgure 16). Soit  l’aire de ie reitangle, 

 l’aire  de  la  iommande  et   l’aire  d’une  grande  plaque.  Puisque   ≤  ≤ ,  alors  la 

dimension horizontale du reitangle ne peut exiéder . Dans le sens horizontal, 

l’ensemble des vitres disposé ainsi ne dépasse pas la longueur disponible (600 im). Cete dispositon des  

vitres entre bien dans une grande plaque.

Figurven16. Confguraton pour la preuve du théorème 6.

Rvemarquven6n: On peut améliorer ie résultat avei un ioefiient de 1/2 au lieu de 25/64, voire plus, en 

prenant en iompte le fait que l’on peut metre de vitres de format (i) vertialement, l’une sous l’autre 

dans la dispositon, et que les longueurs des reitangles de formats (a), (b) et (d) exièdent la moité de  

320 im.

Rvemarquven7n:nLe théorème 6 donne une ionditon sufsante pour que une iommande soit possible en n 

plaques : il suft qu’on puisse le regrouper en n sous-iommandes dont les aires totales n’exièdent pas 

25/64 de l’aire d’une grande plaque (ou la moité dans une version optmisée du théorème 6).



Rvemarquven8n: Obtenir  des  majorants  iomme au  théorème 6  peut  permetre de majorer  les  pertes 

possibles. En efet, supposons que l’on sait, par exemple, que si une iommande a une aire total inférieur 

à x % de l’aire d’une grande plaque alors la iommande tent en enter sur une grande plaque. Si on a 

rempli une plaque d’une iertaine façon, et qu’on peut ajouter une vitre sans que l’aire total ne dépasse 

ies x %, alors, on sait qu’il existe une dispositon avei iete vitre en plus. Cela permet de dire qu’une 

iommande d’aire totale inférieure à ies x % moins la plus pette aire d’une vitre peut toujours être 

iomplétée,  et  doni,  en  iomplétant  une  iommande,  on  ne  peut  pas  avoir  une  perte  par  plaque 

supérieure à une borne (iii, (100-x) % de l’aire de la grande plaque + plus pette aire de vitre).

5.nDvesncommaodvesnquvelcooquves

En étudiant des iommandes partiulières, on iomprend mieux le problème. Mais on ne répond pas 

direitement au problème posé de « trouver une méthode pour minimiser la surfaie totale des ihutes 

selon les iommandes ihaque semaine ».

Cependant, les ias que nous avons étudiés préiédemment peuvent nous donner une idée : on pourrait 

déiouper les grandes plaques dans leur longueur pour obtenir un morieau de largeur 215 im et un 

morieau de largeur 105 im (ou 220 im et 100 im) pour positonner d’un iôté les reitangles qui ont une  

dimension de 215 (formats (a), (b) et (d)) et de l’autre ieux qui ont une dimension de 100 (formats (b) et  

(i)), les formats (b) pouvant être utlisés d’un iôté ou de l’autre. La fgure 17 donne un exemple.

Figurven17. Une dispositon de la iommande 3 (a), 4 (b), 5 (i), 4 (d) sur deux grandes plaques selon la méthode proposée.

Dans la répartton de la fgure 17, sur les 4 reitangles de format (b) de la iommande, on a ihoisit d’en  

plaier 2 dans la « bande » de largeur 215 et 2 autres dans la « bande » de largeur 100. Si l’on ihoisit d’en 

faire passer un du « haut » vers le « bas », on voit qu’une troisième grande plaque serait néiessaire. De 

plus, il reste à bien organiser la dispositon des vitres dans ihaque bande, pour minimiser le nombre de 

grandes plaques utlisées. Prenons l’exemple de la « bande » de largeur 100 dans laquelle on doit plaier 

2 (b) et 6 (i). Selon la dispositon ihoisie, il faudra 2 ou 3 plaques (fgure 18). Un problème d’optmisaton 

sur une « bande » apparaît.

Figurven18. Deux dispositons de 2 (b) et 6 (i) dans une « bande » de 100 x 600. À gauihe, utlisant 2 « bandes », à droite, trois.



On peut alors s’intéresser à ie nouveau problème, qui émerge de la méthode proposée.

On ionsidère seulement une dimension des éléments de la iommande (215 et 125 pour (b) et (i), 210,  

100 et 60 pour (a), (b) et (d)) à disposer dans des « lignes » de longueur 600. À ihaque fois, on veut 

savoir quelle est la dispositon qui produit le moins de pertes, ou, de façon équivalente, ielle qui utlise 

le moins de plaques. On peut voir ie problème iomme un problème de déioupe de iâble : on dispose 

de bobines de iâble d’une longueur   et on a une iommande de iâbles de diférentes longueurs  , 

iomment déiouper tous les iâbles de la iommande en ayant le moins de pertes (ou en utlisant le moins 

de bobines) ? 

Plus formellement, le problème se déirit ainsi :

Problèmven2n:

Données : une dimension  et un ensemble de dimensions .

Queston : déterminer une répartton des   en groupes de sommes inférieures à   avei un nombre 

minimal de groupes ?

Dans notre ias préiis, les  sont partiuliers, puisqu’ils ne peuvent prendre qu’un nombre fni de valeurs 

ionnues à l’avanie. Le problème peut alors être abordé plus simplement. Ainsi, on peut formuler le  

problème 2bis.

Problèmven2bisn:nOn a fxé un ensemble fni de valeurs  (iii (210, 100, 60) ou (215, 125)).

Données : Une dimension  et une iommande  où  est le nombre d’éléments de dimension 

 dans la iommande.

Queston : déterminer une répartton des éléments de la iommande en groupes de sommes inférieures 

à  avei le nombre minimal de groupes ?

Étudvendvesnproblèmvesn2nvetn2bis

Une première  idée pour  aborder  ie problème est de iommenier  par  répartr  les  éléments de plus 

grande taille. En pariourant les éléments dans l’ordre du plus grand au plus pett, on peut les grouper en  

essayant d’abord de les plaier dans des groupes où il reste de la plaie et si i’est impossible, en iréant un 

nouveau  groupe  d’éléments.  Cela  donne  un  algorithme  dit  « glouton »  qui  permet  de  faire  un 

groupement des iommandes. L’algorithme 19 déirit plus préiisément iete méthode.

Algorithmven19. Méthode « gloutonne » pour tout ias du problème 2bis (doni aussi du problème 2), en Python.



Cependant,  si  iet  algorithme donne toujours  une soluton reievable,  il  ne  fournit  pas  toujours une 

soluton optmale. Pour s’en ionvainire, on peut l’appliquer à l’exemple de la fgure 18, il donnera une 

soluton à 3 « bandes » (voir fgure 20) alors qu’il existe une soluton en utlisant seulement deux.

Figurven20. Appliiaton de l’algorithme 19 à la iommande de la fgure 18. La soluton produite utlise 3 « bandes ».

On peut ihoisir d’essayer de résoudre de manière exaite le problème 2bis, en utlisant une approihe 

exhaustve, qui sera plus longue à appliquer puisqu’elle devra explorer tous les ias possible pour trouver 

l’optmal. Pour iela il est d’abord néiessaire d’avoir un algorithme qui liste toutes les façons de remplir  

au maximum une « bande » de longueur donnée, avei les diférentes valeurs possibles des éléments (on 

entend par maximum, un remplissage auquel on ne pourrait plus ajouter auiun élément, quelle que soit  

sa valeur, un peu iomme nous en avions iherihé dans la seiton 3). L’algorithme 21 fait iela de façon 

exhaustve (il est déirit de façon réiursive).

Algorithmven21. Algorithme listant les remplissage maximum (en Python) et appliiaton pour une bande

de dimension 11, avei les valeurs 3 et 4 : trois bandes maximums sont possibles.

Pour bien iomprendre, on peut appliquer iet algorithme aux dimensions de notre ias partiulier  : 210, 

100 et 60 dans une bande de 600 et 215 et 125 dans une bande de 600 (fgure 22). On reionnaît des ias 

que l’on a pu voir préiédemment.

Figurven22. Énumératon des « bandes » optmums pour les données du problème.



Cet  algorithme  va  être  utle  pour  résoudre  exaitement  le  problème  2bis :  il  reste  a  essayer 

judiiieusement toutes les iombinaisons des ies « bandes » optmums de façon à iouvrir la iommande 

(quite à avoir des éléments en plus de la iommande) et à ionserver la iombinaisons qui utlise le moins 

de « bandes ». C’est ie que fait l’algorithme 23 déirit réiursivement (et qui néiessite de défnir quelques 

fonitons auxiliaires au préalable).

Algorithmven23. Reiherihe exhaustve de la meilleures dispositon dans un bande (en Python).

On peut appliquer iet algorithme à l’exemple de la fgure 18 pour voir qu’il fournit la soluton optmal (là  

où  l’algorithme glouton ne la  donnait  pas  (fgure  24).  D’autres  exemples  montrent  que l’algorithme 

glouton ne donne parfois mais pas toujours une soluton optmale (fgure 25).

Figurven24. Soluton optmale obtenue par l’algorithme 23.

Rvetournaunproblèmvendvendécoupvendvesnplaquvesndveniverrve

On peut alors s’appuyer sur l’un ou l’autre des algorithmes 19 et 23 pour proposer un algorithme qui  

propose un remplissage optmal des deux bandes selon la méthode proposée au début de la seiton et 

sihématsée par la fgure 17. Comme, dans iete méthode, les reitangles de formats (b) peuvent être  

utlisés soit dans leur largeur soit dans leur longueur, on peut étudier toutes les réparttons de ies  



reitangles  (de auiun à  tous  du même iôté).  Pour  ihaque ias,  on applique alors  un algorithme de 

répartton  dans  une  ligne  et  on  regarde  iombien  de  « bandes »  sont  utlisées  (maximum  entre  la 

soluton « 215 » et la soluton « 100 » pour le nombre de grandes plaques utlisées). Il suft alors de 

ionserver la répartton des reitangles de format (b) qui minimise le nombre de grande plaques. Cela 

donne les algorithmes 26 et 27 selon que l’on utlise l’algorithme exhaustf ou glouton pour remplir les  

« bandes ».

Figurven25. Réparttons obtenues par l’algorithme exhaustf et l’algorithme glouton.

Algorithmven26. Reiherihe d’une répartton de iommande en « deux bandes » faisant appel à la méthode exhaustve.

Algorithmven27. Reiherihe d’une répartton de iommande en « deux bandes » faisant appel à la méthode exhaustve.

Puisque  la  méthode  exhaustve  donne  les  solutons  optmales  sur  une  bande  (iontrairement  à  la 

méthode gloutonne), elle donne de meilleures solutons (ou au moins équivalentes) pour le déioupage 

des grandes plaques. La fgure 28 donne un exemple de iommande pour laquelle la méthode exhaustve 

est striitement meilleure (2 (a), 5 (b), 6 (i), 8 (d)).

Noonoptmalité.

Sur des exemples,  on peut voir  que la méthode de déioupe en deux « bandes » n’est  pas  toujours 

optmale (i’est normal, la méthode se restreint à iertaines dispositons seulement). La fgure 29 montre 

iela sur des exemples vus au début.



Figurven28. Comparaison des méthodes faisant appel à l’exhaustvité ou à l’approihe gloutonne sur les « bandes », avei 

représentaton des solutons obtenues (à gauihe pour la première, à droite pour la seionde).

Figurven29. Appliiaton de l’algorithme basé sur l’exhaustvité sur les « bandes » sur 3 iommandes vus préiédemment qui 

peuvent être disposés sur une seule grande plaque (le dernier ne propose qu’une soluton sur 3 plaques!).

Rvetournaunproblèmvendvendépart

Revenons  à  notre  problème  de  départ.  Nous  avons  maintenant  une  méthode  pour  produire  des 

réparttons de iommandes qui  s’adaptent à toutes les iommandes. En nous appuyant sur le travail 



réalisé jusqu’iii, peut-on trouver d’autres méthodes qui traiteraient des iommandes quelionques ?

Applicatoondvenl’algorithmvenvexhaustfn23naunproblèmvendvendécoupvenveondveuxndimveosioos

En raisonnant sur les aires, on peut vouloir appliquer les algorithmes proposés pour la dimension 1 au 

ias de dimensions 2. On traite alors les aires iomme on l’a fait pour les longueurs dans le ias préiédent. 

Bien sûr, les solutons obtenues ne sont pas foriément réalisables (il faut vérifer qu’on peut trouver des 

dispositons assoiiées dans de grands reitangles qui soient aiieptables). Pour l’algorithme utlisant une 

méthode exhaustve, si les dispositons obtenues sont réalisables, la solutons produite sera optmale (ie 

ne sera pas foriément le ias pour la méthode gloutonne. La fgure 30 montre des ias où la méthode  

exhaustve, donne des solutons non réalisables. La fgure 31 montre un ias réalisable (exemple de la 

fgure 28) proposé par la méthode exhaustve et la méthode gloutonne.

Figurven30. Appliiatons de l’optmisaton en dimension 1 à la dimension 2. 

Figurven31.nAppliiatons des méthodes exhaustves et gloutonnes de la dimension 1 à la dimension 2.



Rappelons que la méthode exhaustve devient inappliiable si  l’on s’intéresse à des iommandes trop 

grosses, alors que la méthode gloutonne reste plus raisonnable pour de grosses iommandes.

Iospiratoondvenlanméthodvenveondimveosioon1

En dimension 1 (sur une « bande »), nous avons vu que la méthode exhaustve s’appuyait d’abord sur la 

ionstruiton d’une liste de toutes les iommande qui entrent sur un « bande » auxquelles auiun élément 

ne peut être ajouté. Par ailleurs, nous avons vu que la méthode de dimension 1 appliquée sur les aires  

(en dimension 2) produisait des solutons non-réalisables.

Pour éviter ie problème, une idée peut être de se donner une liste de iommandes de vitres qui tennent 

sur  une  plaque  sans  pouvoir  être  augmentées.  Bien  sûr,  on  ne  peut  pas  toutes  les  lister  iomme 

préiédemment. La fgure 32 montre que l’algorithme d’énumératon des plaques préiédent identfe 168 

possibilités, et il faudrait pour ihaiune vérifer si oui ou non il existe une dispositon réalisable en une 

plaque  (et  on  perd  par  ailleurs,  iertaines  propriétés  qui  garantssaient  l’optmalité  de  la  méthode 

exhaustve en dimension 1).

Figurven32. 168 iommandes dont il faudrait vérifer la réalisabilité.

Par iontre, on peut envisager de iolleiter quelques dispositons qui auraient des pertes faibles. On peut 

ensuite les utliser iomme dans l’algorithme exhaustf, en essayant de iheriher la meilleure iombinaison 

de ies « iommandes » pour iouvrir une iommande donnée. Cela donne une méthode que l’on peut 

appliquer à des ias de iommandes pas trop grandes. En efet, iomme pour le ias préiédent, sur des ias  

trop grands, l’algorithme devient trop gourmand en temps de ialiul.

La fgure 33 montre la liste de ionfguratons que nous avons ihoisi d’utliser (issues des iommandes 

étudiées plus haut, en ionservant ielles qui avaient les pertes les plus faibles). Cete liste de iommande 

est ionverte sous forme de « plaque » (liste des aires des vitres utlisées).

Figurven33. Liste des ionfguratons de perte faible ihoisies (produite dans la liste ‘Liste_ionfg_perte_faible_val’

à partr d’une liste sous forme de « iommandes »)

En  adaptant  l’algorithme  d’optmisaton  en  dimension  1,  en  utlisant  les  fonitons  auxiliaires  déjà 

défnies, et en modifant la foniton ‘netoyer’ pour qu’elle s’adapte à notre situaton (‘netoyer2’), on 

peut éirire un algorithme qui met en plaie notre méthode, et trouve la iombinaison d’éléments de 

‘Liste_ionfg_perte_faible_val’ qui iouvre la iommande en minimisant le nombre de plaques utlisées. 



Cela est détaillé dans l’algorithme 34.

Algorithmven34. Optmisaton du nombre de plaques en utlisant uniquement des ionfguratons listées au préalable.

L’appliiaton de l’algorithme 34 sur quelques exemples est donnée dans la fgure 35.

Figurven35. Appliiaton de l’algorithme 34 sur deux iommandes.

D’autres méthodes peuvent être imaginées pour traiter les iommandes. En partiulier, l’algorithme 34 a 

une iomplexité algorithme telle qu’on ne peut pas traiter de iommandes trop grosses. Des méthodes 

approihées plus efiaies pourraient être envisagées.

Pournallvernplusnloio…

Le  problème étudié  se  nomme iutng stoik  (2d  ou  1d)  dans  la  litérature.  Nous  avons  étudié  des 

variantes où les iommandes sont souvent limitées à une liste de dimensions fxées à l’avanie (ie qui, en 

général, simplife le problème. La version où il est obligatoire de trouver des déioupes qui peuvent être 



réalisées de « bord à bord » est appelé la version guillotne du problème iutng stoik 2d (souvent utlisé 

dans l’industrie du verre).

Ce sont des problèmes d’optmisaton iombinatoire. Dans la même famille, on reniontre les problèmes 

de paiking (dont le bin paiking), de sai à dos (knapsaik problem).

Généralement, ies problèmes ont une iomplexité algorithmique telle qu’il faut envisager de iheriher 

des algorithmes plus efiaies qui  donnent des solutons approihées (des méthodes gloutonnes par 

exemple, mais aussi de la programmaton dynamique, des algorithmes génétquess).


