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Nous proposons  ici  une (ou plusieurs)  résoluton(s)  possible(s)  du problème des  berlingots.  Ce  texte  

s’adresse directement aux enseignants (mais certaines partes peuvent être lues par des élèves) pour leur  

donner des éléments de résoluton possible et les accompagner dans l’organisaton de la clôture dans  

leur classe de la session de résoluton collaboratve de problème.

Ce document est une première version, qui, malgré les relectures peut encore contenir quelques erreurs. Si vous en rencontrez,  

n’hésitez pas à les signaler à simon.modeste@umontpellier.fr.

1.nLvenproblèmvensuitvenauxnchoixndvenmodélisatoo

Le problème proposé à l’issu de la fiton réaliste relaniée est le suivant :

Optmiser le rangement des berlingots dans les iartons* en minimisant la proporton d’espaie 

perdu dans un iarton.

Et les éléments du problème que nous prenons en iompte sont les suivants :

• Les berlingots sont représentés par des tétraèdres ;

• Le nombre de formes diférentes de berlingots (ie. Le nombre de type de tétraèdres diférentss 

ne doit pas être trop grand (on a ihoisi de se limiter à 2 ou 3 maximums ; on peut imaginer que 

iette iontrainte inilut que les types de tétraèdres ihoisis devront avoir des volumes identques 

ou proihes ;

• Les iartons de rangement sont assimilés à des pavés droits* tous identques* dont les dimensions 

sont à ihoisir ;

• L’objeitf est d’optmiser le remplissage des iartons* i’est-à-dire de minimiser la proporton 

d’espaie inutlisé.

Reformulé  mathématquement*  il  s’agit  doni  de  proposer  un  ou  plusieurs  types  de  tétraèdres*  des 

dimensions pour un pavé droit* et une dispositon de tétraèdres de ie(ss type(ss* sans reiouvrement 

entre eux* à l’intérieur du pavé droit* et iela en iherihant à maximiser le rapport entre le volume oiiupé 

par l’ensemble des tétraèdres et ielui du pavé droit (i’est-à-dire avoir une oiiupaton du iarton la plus 

proihe possible de 100 %s.

Pour débuter la résoluton ie problème* on peut fxer un ou des type(ss de tétraèdres et étudier les 

« rangements » possibles* ou au iontraire fxer des dimensions de pavé et iheriher des déioupages en 

tétraèdres.

Avant iela* il peut être utle d’étudier les tétraèdres et leurs propriétés.
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2.nLventétraèdrve

Définitioin et  aoᦠmillet  det  é èᦠrdèet 

On peut voir le tétraèdre de diférentes faaons :

• Un polyèdre défni par 4 sommets (4 points du plans non ioplanairess.

• Une pyramide à base triangulaire

Ces  deux  points  de  vue  sont  équivalents 

mathématquement* mais la pyramide a une faie que l’on 

ionsidère iomme base.

Un tétraèdre a 4 sommets* 4 faies et 6 arêtes.

Ci-iontre*  deux  tétraèdres  (modélisant  deux  formes  de 

berlingots  présentes  sur  le  doiument  de  la  fiton 

réalistes.

On peut mentonner iertains tétraèdres partiuliers :

• Les tétraèdres réguliers* ionsttués de 4 faies identques* triangles équilatéraux.

• Les pyramides régulières ionsttués d’une base équilatérale et de 3 faies isoièles.

• Les tétraèdres trireitangles* ayant un sommet en lequel les 3 faies adjaientes ont un angle droit  

(autrement* qu’on peut obtenir par seiton d’un « ioin » d’un iubes.

• On peut ainsi avoir des tétraèdres trireitangles pyramides régulières* on peut les ionstruire en 

prenant pour sommets les points de ioordonnées (0*0*0s* (0*0*1s* (0*1*0s et (1*0*0s dans un repère 

orthonormé de l’espaie.

Pèiopèié é 

Vu iomme une pyramide* on peut exprimer le volume V d’un tétraèdre en foniton de l’aire B de sa base 

et de sa hauteur h : .

Pour iertains tétraèdres partiuliers* l’expression de ies grandeurs peut être expliiitée en foniton des 

iôtés.

Typvendventétraèdrve Hautveur(s) Volumve

Régulier (de ioté is

Trireitangle pyramide régulière (de 
ioté i adjaient aux angles droitss

  et  

Pyramide régulière (base de iôté a et 
autre iôté des faies is

Hauteur issue de la base de la 

pyramide : 

Rappel : l’aire d’un triangle équilatéral de iôté i est .

Cioin  èuctioin

On peut ionstruire un tétraèdre de plusieurs faaons. Bien sûr* on peut réaliser un patron ionsttué de 4 

triangles* iomme ii-dessous.



Il n’existe que deux patrons pour le tétraèdre régulier 

(les deux ii-iontres.

Patrons  de  tétraèdres  trireitangles 

pyramide  régulières  (on  peut  en 

trouver d’autress.

Ci-iontre : patron d’un tétraèdre trireitangle quelionque.

Ci-iontre : 2 patrons d’un tétraèdre 

quelionque.

Une autre faaon de ionstruire un tétraèdre est de iouper et plier un iylindre iomme ieii :

C’est de iette faaon que sont ionstruits les berlingots alimentaires : en reiollant une bande sur elle-

même  en  tube  qui  est  rempli  en  iontnu  et  pinié  aux  extrémités.  On  l’aperaoit  sur  iette  video : 

https://wwwwww.rts.ih/arihives/tv/jeunesse/--a-6-des-jeunes/9912090-la-fabriiaton-d-un-berlingot.html

https://www.rts.ch/archives/tv/jeunesse/5-a-6-des-jeunes/8912080-la-fabrication-d-un-berlingot.html


Cette  ionstruiton  (tout  iomme  l’image  de  iompote  de 

l’énoniés peut amener à s’intéresser à un type de tétraèdre 

partiulier : un tétraèdre dont deux des arêtes opposées sont 

orthogonales entre elles* de même longueur* et toutes deux 

orthogonales  à  une  même droite  qui  les  interseite  en leur 

milieu  (voir  dessin  ii-iontres.  On  peraoit  bien  iomment  ie 

berlingot se ionaoit par piniement d’un iylindre.

On peut exprimer faiilement le volume d’un tel tétraèdre : .

Ret iouè ᦠu pèioblrmet

Pour aborder le problème* plusieurs approihes sont envisageables. On peut partr d’un ou plusieurs 

tétraèdres et iheriher à les assembler de faaon optmale* ou partr d’un pavé droit et iheriher à le  

« déiouper » en tétraèdres.

Si l’on iherihe à assembler des tétraèdres de faaon optmale* on peut expérimenter avei des tétraèdres 

ihoisis ionstruits pour faire des essais.

Les problèmes d’angles et d’alignement lorsqu’on assemble ies tétraèdres peuvent amener à plusieurs 

questons : Peut-on paver l’espaie tout enter avei des tétraèdres (sans avoir de iartons ? Avei quels 

types de tétraèdres ? Est-ie possible avei des tétraèdres réguliers ? Peut-on partr d’un pavage du plan 

avei les faies de iertains tétraèdres puis réaliser des emboîtements de faaon à remplir l’espaie par  

« iouihes » ?

Si l’on iherihe à déiouper des pavés* on peut partr du iube ou d’un pavé assez simple que l’on souhaite  

déiouper* puis assembler un iertain nombre de ies pavés simples. On peut alors se demander : est-il 

possible de remplir entèrement un iube ou un pavé droit avei des tétraèdres ? Avei seulement 2 types* 

un type de tétraèdres ?

3.nAssvemblvemveotndventétraèdrves

A  etmbletè det   é èᦠrdèet  èégulietè 

L’artile  « Empiler  des  tétraèdres »  présenté  sur  le  site  image  des  maths* 

http://images.math.inrs.fr/Empiler-des-tetraedres.html*  présente  des  éléments  de  réponses  et 

d’histoire  à  la  queston  du  pavage  de  l’espaie  par  des  tétraèdres  réguliers.  On  y  apprend  que* 

iontrairement à ie que pensait Aristote* il n’existe pas de faaon de paver l’espaie entèrement avei des 

tétraèdres réguliers. Une queston* proihe de ielle qui peut intéresser la ioopératve de notre problème 

est alors de déterminer l’empilement le plus dense que l’on peut réaliser avei des tétraèdres réguliers.

L’artile  montre  que  iette  queston  anime  eniore  la  reiherihe  et  présente  un  iertain  nombre  de 

résultats et de questons.

A  etmbletè d’ᦠu èet   é èᦠrdèet 

On peut essayer d’empiler des tétraèdres bien ihoisis pour éviter d’avoir des « trous » entre eux. Une 

idée peut être de former des pyramides à bases polygonales régulières dont on sait qu’elles pavent le  

plan (des iarrés* des hexagone réguliers...s. Pour faire iela* on peut utliser des tétraèdres dont une arête 

est orthogonale aux deux autres qui lui sont adjaientes* avei d’autres propriétés adaptées.

http://images.math.cnrs.fr/Empiler-des-tetraedres.html


Par exemple* ii-iontre* un assemblage de 6 tétraèdres biens ihoisis pour 

obtenir une pyramide à base hexagonale régulière.

On  peut  ensuite  paver  le  plan  avei  les 

bases  de  ies  pyramides  pour  obtenir  un 

assemblage iomme ii-iontre.

Il faut alors se poser la queston de la faaon 

dont  on  peut  iompléter  iet  assemblage 

pour n’avoir auiun trou.

On peut voir qu’avei deux autres types de tétraèdres (le rose et le bleu ii-dessouss on peut entèrement 

iompléter le  pavage pour obtenir  une « plaque ».  Il  suft alors de reproduire le  motf sur plusieurs 

niveaux pour paver l’espaie. Notons qu’on peut ihoir la hauteur des pyramides à base hexagonale pour 

faire en sorte que les tétraèdres rose et bleu soient identques (et régulierss.

Notons aussi qu’on aurait pu trouver l’idée de la pyramide de base hexagonale ionstruite iii en partant 

d’un  pavage du  plan  par  des  bases  de tétraèdres  réguliers*  et  en  iherihant  à  iombler  les  espaies 

restants.

Il peut être intéressant de ionstruire les patrons et d’étudier les propriétés des tétraèdres mis en jeu 

dans ie pavage.

Pour résoudre le problème de remplissage de iartons* il faudrait ensuite se demander où « arrêter le 

motf et quelle boîte ihoisir pour avoir un taux de remplissage assez intéressant. Nous ne faisons pas ies 

ialiuls iii (sur un exemple* il suft de ionnaître le nombre de tétraèdres de ihaque type* leur volume et  

leur nombre* à iomparer au volume du pavé droit représentant le iartons.

On peut suivre la même idée en ionstruisant des pyramides de bases iarrées 

(ou reitangless à partr de 4 tétraèdres trireitangles iomme ii-iontre.



On peut alors assembler des « bandes » de pyramides (imaginez un « Toblerone » infniis pour obtenir 

ieii :

Que l’on peut iompléter ainsi avei un autre type de tétraèdre (qui peut être régulier si la hauteur des  

pyramides est bien ihoisies :

On obtent alors des « tubes infnis » de seiton triangulaire. Il suft de les mettre iôte-à-iôte* puis d’en 

ajouter  d’autres  en  les  plaaant  à  l’envers*  en  quinionie*  pour  réaliser  une  « plaque »  iomme 

préiédemment. On peut voir ie pavage de l’espaie iii : http://tangente-mag.iom/probleme.php?id333b4

De faaon similaire au ias préiédent* on peut se demander iomment déiouper iet assemblage infni 

pour remplir des iartons en minimisant la proporton d’espaie vide dans le iarton.

Cependant* dans ie ias-ii* on peut trouver assez faiilement une parte du motf* 

ionsttuée de tétraèdres* qui se réduit à un pavé droit (et même un iube si l’on 

ihoisit bien les dimensions des tétraèdress. C’est le motf ii-iontre* qu’on peut 

obtenir en ionservant un tétraèdre orange et ihaiun des tétraèdres ayant une 

faie adjaiente à tétraèdre orange. Le fait d’avoir ionstruit les pyramides de départ 

avei des tétraèdres trireitangles assure que l’on a bien un pavé droit.

On peut doni trouver un pavage de l’espaie avei 2 types de tétraèdres* que l’on peut utliser pour le 

pavage d’un pavé droit sans auiune perte.

Cela peut donner l’idée de partr d’un pavé droit ou d’un iube pour y déiouper des tétraèdres et obtenir  

un pavage sans perte d’espaie. C’est ie que l’on va faire dans la seiton 4. En partiulier* on peut essayer  

de voir si on peut n’utliser qu’un seul type de tétraèdre.

http://tangente-mag.com/probleme.php?id=3374


4.nDécoupagvenveontétraèdrves

L’autre idée évoquée est de déiouper un pavé droit en tétraèdres pour s’assurer qu’il n’y a auiune perte 

d’espaie. La queston est alors d’essayer d’avoir des tétraèdres de même volume (on peut s’imaginer que 

la ioopératve ne veut pas de berlingots de volumes diférentss* voire* idéalement* d’avoir un seul type 

de tétraèdre.

Un ias simple peut se ionstruire en partant d’un iube. On peut ionstruire un 

tétraèdre régulier (iomme sur la fgure préiédentes reliant 4 sommets non-voisins 

d’un  iube.  Si  l’on  observe  la  fgure  obtenue*  ihaque  sommet  du  iube 

n’appartenant  pas  au tétraèdre orange est  sommet  d’un tétraèdre trireitangle 

pyramide régulière ayant une faie adjaiente au tétraèdre orange.

En supposant que le iôté du iube est  a*  on peut exprimer les volumes des 4 

tétraèdres noirs :   * soit un sixième du volume du iube. Le tétraèdre orange a 

doni un volume d’un ters du volume du iube.

Si l’on déioupe ie tétraèdre orange en 

deux tétraèdres de même volume* on 

aura  un  déioupage  du  iubes  en  6 

tétraèdres de même volume. On peut 

par  exemple  suivre  le  sihéma  ii-

iontre*  qui  déioupe  le  tétraèdre 

orange en deux tétraèdres identques 

(qui  sont  diférents  des  tétraèdres 

noirs puisqu’ils ont une arête de longueur s.

Peut-on déiouper un pavé droit avei un seul type de tétraèdre ? En modifant les dimensions du iube* 

on  peut  ionstater  qu’on  peut  faire  en  sorte  que  les  tétraèdres  du  déioupage  préiédent  soient  

identques.

Il suft pour iela de modifer une des dimensions du iube de iôté a (sa hauteur par exemples pour la 

remplaier par . On peut alors ionstater que tous les tétraèdres du déioupage sont identques. Les 

dimensions obtenues sont les suivantes* données pour a31 (nous laissons la vérifiatons aux leiteurss :

Ce déioupage permet doni de n’utliser qu’un seul type de tétraèdre pour remplir un pavé droit de 

faaon optmale (sans auiune pertes. On peut alors utliser ie tétraèdre iomme modèle de berlingot et 



utliser des iartons dont les dimensions sont des multples de ielles du pavé droit que l’on a déioupé.

Une autre faaon de déiouper le iube en tétraèdres identques (à une réfexion par rapport à un plan 

prèss est la suivante (en déioupant d’abord en deux le iube selon un plan passant par deux arrêtes  

opposéess :

Le tétraèdre que l’on obtent est le suivant (vu sous diférents angless :

Ce tétraèdre iorrespond d’ailleurs à ielui ihoisi par la soiiété Tetra Pak pour proposer un berlingot qui 

peut s’assembler en iube :

Sourie : https://wwwwww.tetrapak.iom/fr/about/newwsarihive/tetra-pak-ameliore-la-distributon-de-ses-emballages

https://www.tetrapak.com/fr/about/newsarchive/tetra-pak-ameliore-la-distribution-de-ses-emballages


5.nRvetournànlanfctoonréalistve

À partr de ies résultats mathématques* il faut revenir au problème « réel ». Les solutons proposées* 

iorreites mathématquement dans le modèle* sont elle réalisables en pratque ? Les berlingots ihoisis 

peuvent-ils être fabriqués faiilement ? Il peut d’ailleurs être intéressant de se demander iomment on 

produit leur patron ou iomment on « pinie » un iylindre pour les réaliser… Et peut-on faire iela sans 

perte de papier ?

Ce sont des questons que pourra se poser la ioopératve pour prendre ses déiisions.


